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Ziel ist der Beweis der folgenden Satze: 
SATZ 1. Die Jankogruppen J, und J2 kommen als Galoisgruppen iiber Q 
vor. 
SATZ 2. Die Mathieugruppen M,, 
fiber Q(m) vor. 
und Mz4 kommen als Galoisgruppen 
Zusammen mit den Ergebnissen aus [3] und [4] sind damit alle 
Mathieugruppen als Galoisgruppen iiber Teilkorpern des maximal 
abelschen Erweiterungskijrpers Wb von Q nachgewiesen. 
Bevor wir Satz 1 und Satz 2 beweisen, fiihren wir die folgenden 
Bezeichnungen ein: Fur drei Konjugiertenklassen C, , Cl, C, einer Gruppe 
G und eine Untergruppe V der symmetrischen Gruppe S3 heiBt 
ww = u (C<“(l), CW(2), C,(3)) WE v 
eine V-symmetrisierte Klassenstruktur von G; sind ICI = n und R, = 
(Z/S?), so nennen wir 
eine V-symmetrisierte Verzweigungsstruktur von G. Im Falle T/= (I) 
schreiben wir I’(a)=& und V(6)= 6 := ((C,, Cl, C,)) und nennen 6 
bzw. 6 eine Klassenstruktur bzw. eine Verzweigungsstruktur von G. 
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Fur eine Untergruppe Hd G und eine Klassenstruktur (5 = (C,, C,, C,) 
von G seien 
3(&H)= {(a,, c2, cr3)10rc2(r3=1, H= (crl, c2), a,EC,n Hfiirj= 1,2,3}, 
~:(~,H)=((a~,a,,a,)Io,~2~~=~,~j~CjnHffiirj=1,2},a,~C,, 
z(C, H) = C(6, H) n 3(6, H). 
Dann ist m(&, G) = IZ(t& G)l die Strukturkonstante der Klassen C,, C,, 
C3 in G und kann aus der Charaktertafel von G berechnet werden. Weiter 
seien m(&:, H) := @(tX:, H)I und d’(E) wie in [4] die Anzahl der Konjugier- 
tenklassen zullssiger Erzeugendensysteme (a,, g2, (TV) E t% in 3(6, G). 
BEMERKUNG 1. Fur eine Klassenstruktur 6 = (C,, C,, C,) der Gruppe 
G gilt: 
P(6) = 13(4X;, G)/Inn(G)I = Iz(‘)l .m(& G) 
IG(a,)l ’ 
Der Beweis ergibt sich aus dem Beweis zu Bemerkung 1 in [4], wenn 
man beachtet, dal3 c(tX, G) nur diejenigen Tripe1 aus L’(& G) enthalt, 
welche Erzeugendensysteme von G sind. 
Die Bezeichnungen e( V(G)), Y(. ), ei(. ), p(. ), e”j(. ), wobei . durch I’(&) 
oder I’(G) zu ersetzen ist, sind in [3], $4 bis $6 definiert. 
Weiter sagen wir, eine Gruppe H < G hat eine (nr , n2, n,)-Erzeugung, 
falls eine Klassenstruktur QZ = (C,, C2, C,) in G existiert mit exp(aj) = nj 
fur aje Cj, jr: { 1, 2, 3}, und 3(6, H) # @ ist. 
Fiir einen iiber einem Korper k definierten Funktionenkdrper K/k 
bezeichnet P(K/k) die Menge der Primdivisoren von K/k. Die in den 
Beweisen benutzten Charaktertafeln der Jankogruppen J, und J, und die 
darin festgelegten Klassenbezeichnungen sind [ 51 entnommen. 
Der Beweis zu Satz 1 folgt unter Verwendung des Hilbertschen 
Irreduzibilitatssatzes aus den Propositionen 1 und 2: 
-- 
PROPOSITION 1. (a) Es gibt genau einen Kiirper N/Q(t) mit der 
Galoisgruppe J1 und der Verzweigungsstruktur 6, = ((2A, 5A, 5B)), der 
au$lerhalb s = {ii,, p2, ii,} c P(O(t)/O) unuerzweigt ist. 
(b) Es gibt einen regulh-en Erweiterungskijrper N/Q(t) mit der 
Galoisgruppe J, und der Verzweigungsstruktur 6, . 
Beweis. Wir bestimmen zunlchst ein Reprbentantensystem .X von 
echten Untergruppen von J1, die von Tripeln (a,, 02, g3) E L((5,, J, ) fur 
6, = (2A, 5A, 5B) erzeugt werden. Fiir HE 2 gilt lO/IHI, also ist H in 
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einer maximalen Untergruppe von J1 der folgenden Isomorphietypen 
enthalten, welche in [6] aufgefiihrt sind: 
0) & x 4,, 
(ii) Z2 x AS, 
(iii) PSL,( 1 l), 
(iv) Fllo. 
Dabei bezeichnen D, und F,, Dieder- bzw. Frobeniusgruppen der Ordnung 
n. 
(i) Unter der Annahme H< D, x D,, folgte sofort, H < D,,, da die 
beiden Elemente rr2 und o3 der Ordnung ftinf und damit such or zur D,, 
gehorten. Da die Gruppe D,, keine (2, 5, 5)-Erzeugung besitzt, ist 
H 4 D,xD,,. 
(ii) Aus der Annahme Hg Z, x A, folgte H< A, wie unter (i). Da 
keine Untergruppe der A, eine (2, 5, 5)-Erzeugung besitzt, folgt H = A, 
und fi(CX1, A,)=m(&;,, A,)=5. 
(iii) Beachtet man, daD PSL,( 11) zwei Konjugiertenklassen von zu 
A5 isomorphen Gruppen besitzt, und da13 eine 5-Sylowgruppe zu genau 
zwei alternierenden Gruppen gehort, so folgt aus m(&:, , PSL,( 11)) = 10: 
ti(CZ;,, PSL,(ll))= 10-2.~@,, A,)=O. 
(iv) Aus H < F,,, folgte sofort H = F, r,,, da die zyklische Gruppe Z,,, 
keine (2, 5, 5)-Erzeugung besitzt. Ware H = F,,o, dann besal3e die 
Faktorgruppe nach dem Normalteiler N der Ordnung Elf eine (2, 5, 5)- 
Erzeugung. Dies ist wegen F,JNrZlo ausgeschlossen. Also gilt: 
Wh, F,d=W,, F,,o)=O. 
Aus (i)-(iv) ergibt sich, daB &’ = {A 6 J, 1 A r AS} ist. Da nur die alter- 
nierende Gruppe A, eine (2, 3, 5)-Erzeugung besitzt, ist m((2A, 3A, 5B), J1) 
gerade die Anzahl der alternierenden Gruppen A,, die ein festes cr3 E 5B 
enthalten. Damit ist 
@E,, J1) = mW,> J,) - m((2A, 3A, 5B), J,) 
= 75 - 45 = 30 = ICJ,(cT3)1, 
und mit Bemerkung 1 folgt: 
P(6,) = 1. 
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Wegen 6, = (2A, 5A, 5B)u (2A, 5B, 5A) ist I’(&:,) = 6i = V(6,) fur V= 
((23)), und es gilt nach [3], Satz 6.2 und Folgerung 5.2: 
e”i( V(El)) = 1 = e( V(~i)). 
Mit Satz 6.5 in [3] ergibt sich damit die Existenz eines regularen 
Erweiterungskorpers N/Q(t) mit der Galoisgruppe Ji und der -- 
Verzweigungsstruktur 6,; die Eindeutigkeit von N/Q(t) folgt aus der 
Hurwitzklassilikation unter Beachtung von 
ea(V(G,))=ei(V(G,))= 1. 1 
PROPOSITION 2. (a) Es gibt genau einen K&per N/Q(t) mit der 
Galoisgruppe J, und der Verzweigungsstruktur 6, = ((7A, 5A, 5B)), der 
au$‘erhaZb S = {PI, p2, p3} c P(CI(t)/O) unuerzweigt ist. 
(b) Es gibt einen regularen Erweiterungskiirper N/Q(t) mit der 
Galoisgruppe J2 und der Verzweigungsstruktur 6,. 
Beweis. Wir verfahren wie im Beweis der Proposition 1. Da J2 nach [6] 
keine maximalen Untergruppen besitzt, deren Ordnung durch 7.5 teilbar 
ist, folgt sofort fur 6, = (7A, 5A 5B): 
WL, J2) = WL J2) = 300 = IC,,(oJ 
mit a,~5B. 
Wegen & = (7A, 5A, 5B)u (7A, 5B, 5A) ist Y(&,) = G?2 = V(6,) fur V= 
((23)), und es gilt 2’( V(6,)) = 1 = e( V(G,,)). Damit ergibt sich die Existenz 
einer regularen Erweiterung N/Q(t) mit der Gruppe J,; die Eindeutigkeit 
von $/O(t) folgt aus der Hurwitzklassilikation unter Beachtung von 
P(G,)= 1. 1 
Die Charaktertafel der Gruppe M,, lindet sich in [2]. Die Klassen- 
bezeichnungen legen wir iiber die Permutationsdarstellung vom Grad 24 
fest: die Klasse 2A enthalte die Achtfach-Transpositionen, die Klasse 2B 
die Zwiilffach-Transpositionen. In der Klasse 3A seien die Sechsfach- 
Dreierzyklen, in 3B die Achtfach-Dreierzyklen. Die Klassen 23A und 238 
enthalten die Elemente der Ordnung 23. 
Mit diesen Bezeichnungen ergibt sich der Beweis zu Satz 2 aus der 
Proposition 3 und dem Hilbertschen Irreduzibilitatssatz. 
PROPOSITION 3. (a) Zu den Verzweigungsstrukturen 6, = ((2A, 3B, 
23A)) und Gj2 = ((2B, 3A,23A)) gibt es jeweils genau zwei Funktionenkiirper 
PI/o(t) und N&&t) mit der Galoisgruppe MZ4, welche aujerhalb von s = 
{p,, $.i2, p,} c P(Q(t)/Q) unuerzweigt sind. 
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(b) Fiir j= 1,2 und k = Q(m) gibt es reguliire Erweiterungskiir- 
per N,lk(t) mit Galoisgruppe MZ4 und Verzweigungsstruktur Gj. 
(c) Die Fixkiirper L, von N,lk(t) der Untergruppe M,, sindfiir j = 1,2 
rationale Funktionenkiirper. N,/L, ist galoissch mit der Gruppe MZ3 zu der 
neungliedrigen Verzweigungsstruktur e, = ((2A,..., 2A, 23A)) ftir j = 1 und 
der siebengliedrigen Verzweigungsstruktur Gj2 = ((3A,..., 3A, 23A)) fiir j = 2. 
Beweis. Es seien gI = (2A, 3B, 23A) und C& = (2B, 3A, 23A). Eine 
Durchsicht der maximalen Untergruppen in [ 1 ] zeigt, da8 die Gruppe M,, 
keine Untergruppen besitzt, deren Ordnung durch 23 teilbar ist und welche 
gleichzeitig Elemente der Klassen 2A und 3B bzw. 2B und 3A besitzen. 
Daher ist mit G = MZ4 fiir j = 1, 2: 
m(&,, G) = I$&,:,, G) = 23 = IC,(cr,)l mit (T-, E 23A. 
Nach Bemerkung 1 gilt daher: ei(Cj)= 1. Es ist 6, = (2A, 3B, 23A)u 
(2A, 38,23B) und 6, = (2B, 3A, 23A) u (2B, 3A, 23B). Da IOut(M,,)I = 1 
ist, folgt Teil (a) aus der Hurwitzklassifikation wegen Y(Gj) = ei(Gj) = 2. 
Die Existenz regulPrer Erweiterungskarper N,lk( t) mit k = Q(D) 
ergibt sich aus Satz 5.4 und Bemerkung 5.3 in [3] unter Beachtung von 
e’( 6,) = 1 und e( Gii) = 2. 
Wie man aus der Permutationsdarstellung der Gruppe M,, vom Grad 24 
abliest, ist der Primdivisor qX E P(a( t)/Q) in L,/a( t) mit zj = L,Q wie folgt 
verzweigt: 
p3 = jjfp3, Grad( @) = Grad( @) = 1. 
Damit existieren such in Lj/k Primdivisoren p und @’ vom Grad Eins mit 
pa = @ und @‘Q = @‘. Da sich fiir das Geschlecht von Lj aus der 
Relativgeschlechtsformel g( L,) = 0 ergibt, ist L, ein rationaler 
Funktionenkiirper mit Gal(Nj/Lj) 2 M,, := U. Die Verzweigungsstruktur - - 
Gj ergibt sich aus der Zerlegung der Primdivisoren @E [FD(z,ICi!) in Nj/Lj 
mit ,@,/$i fiir p E S, wenn man beachtet, da13 zwischen der TrLgheitsgruppe - - 
V,(‘$/@) des Divisors 6 mit ‘$ E P(N,/Q) und der Trlgheitsgruppe 
G,($/p) des Divisors $i die folgende Beziehung besteht: 
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